Concours National Commun - Session 2012

Corrigé de I'épreuve de mathématiques II

Filiere MP

Résultat les matrices : Pour tout polyndme de degré n > 2 a coefficients dans IK(IKK = IR ou C) et toute matrice
N € My—1(K) dont le polynome minimal est de degré n — 1, il existe une matrice M € .#,,(IK) telle que N soit

une sous-matrice de M et que le polyndme caractéristique de M soit égal a (—1)" P. ( résultat dil @ FARHAT et
LEDERMAN en 1958 ).

Corrigé par M.TARQI

PARIE I. UNE FONCTION DEFINIE PAR UNE INTEGRALE

1.11.1.1 <5L Z}):(B O><I" w)sietseulementsi Bw = v ettuw + A\ = b ou encore si et

bu 1 0 A
seulementsi { - Bl car B est inversible
A=b—-tuB v’ '
. B 0
1.1.2 Il est clair que by 1|7 det(B) x 1 = det(B).
1t
1.1.3 Puisque B est inversible, alors det(B) # 0 et donc B™! = det(B) B.
PR . ( B v B w I, w
1.1.4 D’apres la question 1.1.1, on a: < ty b ) <— by 1 ) < 0\ ),donc
B v | 0 I, w| . 1t t5 0\ totD

1.2

1.2.1 Soit A1, A2, ..., A, les différentes valeurs propres complexes non nulles de B et ¢ = ‘n[%linﬂ | Ail-
e 1l,r

Alors pour tout z €]0, €[, x n’est pas une valeur propre de B et donc B — z1,, est inversible.
1.2.2 L'application A —" A est linéaire sur un espace vectoriel de dimension finie, donc elle est

continue.

Soit 4 la base canonique de IK". Pour tout matrice A € ., (K) on désigne par A1, Ao, ..., A,

les vecteurs colones de A. L'application A — | A| est la composée des applications :

o Ar— (A, Ay, ..., Ay,) qui est linéaire, donc continue,

o et (x1,x2,...,x,) — detg(z1, 22, ..., ), qui est n-linéaire, donc continue.

Ainsi l'application A — |A| est continue.

1.2.3 Soit B € ., (K), d’apres la question 1.2.1, il existe ¢ > 0 tel que, pour tout z €0, €], la matrice
B, = B — x1I,, estinversible et d’apres la question 1.1.4, on a :

B, v

ty b = b|B,| —* uBjv.

(2)
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et par continuité des applications précédentes et comme lir% B, = B, alors le passage a la
T—>
limite dans 'égalité (1) donne :

B v

— _t, D
ty b = b|B| —" uBv.

Ceci montre que la formule (1) est valable pour toute matrice de ./, (IK).

PARIE II. REUNION DE SOUS-ESPACES VECTORIELS

2.1 Supposons Fy ¢ E et F» ¢ E.Donc il existe 21 € E\F) ety € E\Fy,ona x| +x2 € E = F, U F,
donczi +x92 € Fiouxy +x9 € F5.51 21 + 29 € F] etcomme z9 € Fyalorszy + 29 —a0 =21 € I}
ce qui est absurde. De méme la condition =1 + 2 € F5 conduit & une contradiction.

En conclusion, si E = F} U F, alors nécessairement £ = F] ou bien £ = F.

2.2

221 Onaz € E=FUF, etz ¢ F,doncx € F,. Supposons qu'il existe A € K tel que y + Az € F,,
alors y + Az — Az = y € F, ce qui est absurde, donc pour tout A € K, y + Az ¢ F,.

222 Pourtout \ e K,y+ Az € E=FUF,ety+ \x ¢ F,,doncy + Az € F. Considérons la droite
affine D = y + Kz, montrons qu’il existe ¢ € [1,r — 1] tel que D N F}, contient au moins deux
éléments différents, en effet, supposons que, pour tout i € [1,r — 1], il existe z; € E tel que
DN F; C {x;}, donc

D = U (D N FZ) C U {l’l}

i€[1,r—1] i€[1,r—1]

Ceci est absurde, puisque D est un ensemble infini. Ainsi il existe k € [1,r—1] et deux scalaires
a et 3 différents tels que y + ax € Fj, ety + fx € F,.

2.2.3 D’apres la question précédente, (a — f)z € Fj, C F et comme o — 3 # 0, z € F ce qui est
absurde.

2.3 D’apresla question2.2 E = F,. oubien F = F1UF,U...UF,_1.Si E = E, la propriété est démontrée
sinon £ = F; U FyU...U F,_; etle raisonnement de la question 2.2, montre qu’on a nécessairement
E = F,_1oubien E = F1 UF, U ...U F,._, ce procédé se poursuit, a la derniere étape on aura
E = Fy U F;, et la question 2.1 montre que £ = F; ou E = F5. En conclusion, au moins 'un des
indices i € [1,r] vérifie E = F;.

PARIE III. A PROPS DU DU POLYNOME MINIMAL D’UNE MATRICE

3.1 D’apres le théoreme de Cayly-Hamilton toute matrice A est zéros de son polynome caractéristique,
et comme le polyndme minimal de A divise tout polynéme annulateur de A, m4 divise x4, ce
dernier est de degré < n, donc degmg < n.
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n—1
3.2 Sideg s = n, alors toute relation de la forme Z a; A" = 0, conduita a; = 0 pour tout 7, sinon on

i=0
aura un polynéme non nul et de degré < n — 1, annulateur de A ce qui contredit la définition de

TA.
Sila famille {I,,, A, ..., A"~ '} est libre, alors toute sous-famille de type {I,,, 4, ..., A¥} (k < n—1) est
libre, et donc on peut trouver un polynéme non nul de degré < n — 1 tel que P(A) = 0, autrement
dit degm4 > n, et en tenant compte de la question 3.1, deg T4 = n.
3.3

3.3.1 14, estune partie non vide de IK[X], elle contient par exemple le polyndme minimal de A. Si
P,Qelsy, (P—Q)(Av=PAv—-QAv=0etdonc P —Q € I4,, demémesi P € Iy,
et Q € K[X], QP € I4,. Donc 14, est un idéal non réduit a {0}, donc il existe un unique

polynéme unitaire de IK[X] engendrant I 4 ,,.

3.3.2 Puisque m4 € I4, alors w4, divise m4. L'ensemble de diviseurs de 74 étant fini, et comme
pour tout n € 4, 1(K), 74, divise 74, alors I'ensemble

{WA,w / w e //n,l(]K)}
est fini. Donc on peut poser :
{TA,w / we '//n,l(]K)} = {7TA7U1,7TA71,2, ---,WA,vT}-

3.3.3 Pour tout k € [1,r], Fj, = ker(ma,,,(A)), donc F}, est un sous-espace vectoriel de ., (IK). Soit
v € Mp(K),alors i € [1,r] tel que 4, = Ta,, donc v € F;, d’otr :

Mp(IK)=Fy UF,U...UF,.

3.3.4 D’apres la deuxiéme partie, il existe &k € [1,r] tel que .#,(IK) = Fj. Ainsi pour tout v €
M1 (K), Ta, (A)(v) = 0 et donc 74 4, (A) = 0 et par conséquent 74 divise 74 ,,, et d’apres
la question 3.3.2, T4 4, = TA.

Le vecteur w = vy, répond a la question.
3.4 Soit (e1, ez, e3) la base canonique de .5 1 (R) et e = e1. On a (A3 — cA% — bA — cl3)(e) = 0, donc
X3 —¢cX?2 —bX —c€ Iy, doncmy divise X3 — cX? — bX —c.
Supposons que le polyndme de A est de degré < 2, donc il existe «, 5 et v de IR non tous nuls tels
que adz + A + vA%2 =0, en particulier

(al3 + BA+vA%)(e) = aer + Beg + ve3 = 0,

ceci entraine a = 3 = v = 0 ce qui est absurde. Donc deg 74 = 3, donc forcément m4 = X3 — cX? —
bX — a. Le vecteur e convient.

3.5

3.5.1 D’apres la question 3.3, il existe un vecteur v € .#, 1(K) tel que m4 = m4,. Montrons que
n—1

(v, Av, ..., A" 1v) est une base de .#,, 1 (K), en effet, soit ag, a1, ..., a1 tels que Z a;Alv =0,

k=0
n—1

donc le polyndéme P = Z ;X" de degré < n — 1 estdans I 4, doncdegms < n— 1 ce qui est
k=0
absurde, donc la famille (v, Av, ..., A"~ !v) est bien libre.
Ceci montre que la matrice B dont les colones sont v, Av, ..., A"~ v est inversible, est donc
pour chaque z € K", il existe un unique u € ., 1(K) tel que ‘Bu =' z, égalité qui s’écrit
encore sous forme :
z="uB = (fuv,! udv, ... uA" " 1v).
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3.5.2 D’apres la question 3.2, il suffit de montrer que la famille (7, 4, ..., A"~1) est libre. Soit x =
(o, 1y ooy 1) € K" tel que

n—1
(3) D A =0.
k=0

Pour ce choix de z, il existe (u,v) € (M, 1(K))? tel que T = (*uv,! udv, ...,! uA"'v). La relation
(3) entraine, en multipliant a gauche par ‘u et a droite par v,

n—1
(4) Z aluAty =0
k=0

n—1

la relation (4) s’écrit encore sous la forme Z loj|*> = 0, donc tous les a; sont nuls, ainsi
k=0

(I, A, ..., A"~1) est bien libre.

PARIE IV. DEMONSTRATION DU RESULTAT PROPOSEE

4.1 Si A répond a la question, I'égalité A = ( i
TrB=—a;,doncb=TrA—-—TrB=aqa; —c.

Z > entraine TrA = TrB+b. Or Tr A = —c; et

4.2

4.2.1 On a, pour tout p € [0,n — 2], degU, = n — 2 — p car o # 0, donc la famille (Uy, Uy, ..., Up—2)
est une famille de polyndmes de IK,,_»[X] de degrés échelonnés, donc elle forme une base de
K, —2[X].

422 (Up,Uy,...,U,_2) étant une base de K,,_5[X]|, donc pour chaque @ € K, _2[X], il existe z =
(20, @1, oy Tp_o) € K" tel que

n—2
Q = Z ijUk
k=0

Mais 2 € IK"~! peut s’écrire sous la forme = = (*yz,' yBz, ...l yB"22) avec (y, 2) € (My—11(K))?,
donc

n—2
Q= Z ty Bk U

k=0

4.3 Expression d’une matrice

CNC2012IIC.tex - page 4



4.3.1 Soit (z,\) € K?, ona:

xB(x) — xa(A) = (—J)”_l ak<$n_1_k——A”_1_k)

4.3.2 Substituions B a A dans l'égalité précédente, donc on obtient, grace au théoreme de Cayly-

Hamilton : )
XB(@)In—1 = xB(B) = (=1)" (2L — B) ) Up(x)B,
p=0
ou encore
n—2
xB(@) Iy = (—1)"(B = 2l,_1) >  Up(z)B.
p=0
n—2
433 Pour tout z € K, ona |B — zl,_1|l,—1 = (—1)"(B — zl,_1) Z Up(z)BP?, et par définition
p=0
‘B — wIn—l’In—l = (B — I'In_l)t(B — I'In_l) donc
n—2
(B —xl,—1) |"(B—2liq) — (=)™ Y _ Up(x)B?| =0.
p=0

L'ensemble des valeurs propres de B étant fini, donc pour tout = ¢ Sp(B),

n—2

{B = alyq) = (-1)">_ Up(x)B?.

p=0

Il est clair que les coefficients de la matrice !(B — x1,,_1) sont des polyndmes en z, en tra-
vaillant coefficient par coefficient, on peut dire que les coefficients de méme indice, qui coin-
cident sur IK\Sp(B), coincident sur IK, ainsi :

n—2
Vo €K, "(B-xl,_1)=(-1)") Up(x)B".
p=0

4.4 Résolution du probléeme

441 Soitx e K,ona: A —zl, = < B _tffn_l bfx >,donc

xa(z) = |A—zI,| = (b—x)x(z) " u' (B — xl,_1)v.
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Mais x5 (z yn 1Za 2" ety (B —al, 1) = (=1)" ) Uy(x)BP, d’ou:

xalz) = (b—z)xp(x) =" ut(B—wIn 1)v

n—2
= (b-—x)(-1)" 120%1‘ = —1)"ZUp(ac)tqufu
p=0
n—1 n—2
= (D™@-b)E" " +aa" P+ apa™ ) = (=)™ Uy(a)'uBPy
k=2 p=0
n—1 n—2
= (=1)"(z—-0) <3:"_1 + oz ? + Z ozk:E"_l_k) — (=" Z Up(x)'uBPv
k=2 p=0
n—2
= (D" (2" + (a1 = b)2" ' + H(z)) — (-1)" Y _ Up(x)'uBP,
p=0
n—2
ou H(z) = (z—b) Z apz™ 7%, On abien H € K, _»[X] et ne depend que b et de x .
k=2

4.42 Par identification, x4 = (—1)"P si et seulement si a; — b = ¢; ce qui est vérifié et, pour

toutz € K, (-1)"H(z) — (—=1)" Z Up(x)'uBPv = (—1)" Z ez ou encore si et seulement

n—2
si H — chXn k Z tquvU
k=2
n—2
4.4.3 Le polynome H — Z e X" * de IK,,_5[X] permet de définir deux vecteurs u et v tels que
k=2
- n—2
H— Z e X" R = Z ‘uBPvU, (la question 4.2.2)), pour ces deux vecteurs u et v le polyndme
p=2

Y > est bien (—1)"P.

- B
caractéristique < ty b

(B—xl,_1) = (— ZU
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